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Circuits linéaires du premier ordre

1. Charge sous voltmetre None available.
2. Echelon de courant sur RC parallele None available.
3. Echelon de tension sur un dipole RL  None available.
4. Aspects énergétiques des circuits RC
1. Il s’agit du classique circuit RC soumis a un échelon de tension. L'équation différentielle vérifiée par uc

est donnée par la loi des mailles suivante et on a uc(0) = 0 par continuité de la tension aux bornes du
condensateur initialement déchargé.

E=prcl¥C |
=RC—+u
dr ¢
du E
d’out uc(t) =E(1-e~7) et i()=C—C==e T  avec T=RC
dt R
Tension aux bornes de C Courant dans la branche
[ [ [ [ [ [ [ [ [ [
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2. Etude énergétique
(a) L'énergie fournie par le générateur s’écrit
2 t

‘ ! E> E :
Wg:f ﬁgdt’:f EXi(t’)dt’:—f e_”Tdt’:——‘r[e_”T]
0 0 R Jo R

0

d’ou Wg:CEz(l—e_”T)

(b) Lénergie dissipée par la résistance se calcule de la méme manieére

t t E2 t , E2 ,
Wr:f @rdt/:f Rizdt':—f e—ZIf/Tdt.l:__T[e—ZI/T]
0 0 R Jo 2R

t

0

CE?
doit Wy = == (1-e72)
(c) Enfin, I'énergie contenue dans le condensateur a I'instant ¢ s’obtient par
t t du u(t) 2 quld)
Wc:f @cdt,:f u(t')C—/dt':Cf udu=C|—
0 0 dt u=u(0)=0 0

CE?
d’ ol WC = T

(1_e—t/'l’)2
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3. En développant, on vérifie aisément que 1'on a la relation de conservation de I'énergie

Wy = W, + W,

5. Charge d’'un condensateur en série avec une résistance” Intéressons-nous au second circuit puisqu’il
suffira de faire tendre R’ vers I'infini pour retrouver les résultats du premier circuit. Commencons par écrire la
loi des maille sous la forme
E-u
r

On va se concentrer pour trouver une équation différentielle sur u. Dans la branche du condensateur, on
a u = ug + uc (les notations sont évidentes, mais il faut bien évidemment compléter sur le schéma pour vous),
de sorte que, en mettant ic dans le bon sens, on ait

E=ri+u soit i=

u-—uc
R

ic=

En écrivant la loi des nceuds, on a

i=ig+ic soit =—+

Ce qui permet d’exprimer uc en fonction de u :
1 1 1 ) R
—-+—+—|u——E
r R R r
Pour finir, il va falloir utiliser quelque part la relation du condensateur. On écrit donc la tension u sous la
forme

uc=R

+ RCduC+ RC—d (R(1+ L + 1) RE)+R(1+ L + 1) RE
u=up+uc=RC—+ucg= —+—+—=|u—-— —+—+—|u-—
R He de ¢ de r R R r r R R r
. R R R)du (R R
soit —E=RC|1+—+—=|—+|—+=|u
r r RJdt r R

En simplifiant et en se remettant sous une forme aisément reconnaissable, on obtient finalement

R’r+RR’+Reru K

R'+r dt R +r
R’ R'r +RR +Rr

E et de constante de temps T = T

-

ment asymptotique du circuit considéré (C se comporte comme un fil), on retrouve bien la méme solution
particuliere, ce qui semble indiquer que notre détermination de ’équation différentielle a des chances d’étre
correcte.

Pour retrouver les résultats du premier circuit, il suffit de prendre la limite quand R’ tend vers -oo, ce qui
donne (quand on le fait proprement)

u+

de solution particuliere C. En regardant le comporte-

R/

du
dr

qui la encore correspond a ce qu’'on attend d’'un tel circuit (avec (R + r) en série avec C, donc T = (R+r)Cetun
régime permanent qui impose u E).

u+(R+r)C =E

t—+00

6. Réponse a une rampe® On obtient comme d’habitude I'équation différentielle

d
Qe B =axt

+RC
“e dr
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La solution de I'équation homogene est comme d’habitude uy, = Ae~!'T avec T = RC, mais la difficulté

est ici de trouver une solution particuliere puisque le second membre n’est pas constant. Si on cherche une
solution sous la forme u, = af +f, alors on a

dup it RCIP _ o B+RC
—=a  soi up,+RC—— =ar+p +RCa
dt P dt
dup Y N1 4 : . . . 1 2 [T P

Or on veut que uyp, + RCg = at, dou 'on déduit par identification * des ordonnées a l'origine et des

pentes des deux droites de part et d’autre du signe égal
a=a et p+RCa=0 soit p=—-RCa=-at
La solution générale est donc de la forme
Ut =Ae T+ a(t—1)

- . _. hyp. .
A =0, le condensateur étant déchargé, on a uc(0™) cont uc(07) w 0, soit

A-at=0 soit A=at

et finalement uc(t) = at—at(1-e "'7)

On peut remarquer qu'une fois que le régime transitoire a disparu (donc quand I'exponentielle est négli-
geable devant 1), le condensateur a tendance a avoir un temps T de retard sur le générateur dont la tension
change constamment. Sur la graphique suivant, on a mis uc(#) en gras, E(¢) en ligne plein et I'asymptote en
pointillés.

uc(t)

7. Circuit RL semi-parallele*

1. On définit le courant i, (t) traversant la résistance r orienté dans le méme sens que le courant i(t) tra-
versant la bobine. La loi des nceuds s’écrit alors

i ¥ .+Ldi Lm
=i+i,=i+—=i+—— caru=L—
" ' r rdt dt
di i L
d’oul'équation demandée L avec T=—
dt v =
e (. . .u : . di _u
2. Pour trouver I’équation sur u, on dérive la loi des nceuds i + — = 1 pour faire apparaitre le terme i
r
Ainsi on obtient, 1 étant constant,
N Ldu 0
u _—_—
r dt

1. En maths, vous direz un jour par unicité de la décomposition sur la base canonique des polynémes de degré 1
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3. Lintensité qui traverse la bobine est une fonction continue du temps. Comme le circuit était ouvert,

i(07)=0=1i(0")

A t=0%,laloi des nceuds donne n=i(0%) +i,(0%) = i.(0"), soit, avec la loi d’Ohm,

u(0*)=rn

En régime permanent, la bobine se comporte comme un fil, court-circuitant la résistance, ainsi

limi(f)=n et lim u(t) =r lim i,(£) =0
t—o0o t—o0 [—oo

4. Larésolution des équations différentielles donnent classiquement
i=Ae T+ et u(®)=Be T

oul'on détermine A = —n et B = rnal’aide des conditions initiales. Ainsi,

iM=n(1-e ) et u@®=rne’’"

8. Circuit RL parallele”

1. Le régime étant établi depuis une éternité, la bobine est équivalente a un fil. On se trouve donc dans la
configuration classique d'un diviseur de courant et on en déduit

iL, n=091A et u=rip=91V

:R+r

2. ATouverture de I'interrupteur, la bobine va forcer le passage du courant qui du coup se déverse dans la
résistance R. Ainsi, la loi des mailles donne

L dip
R+r dr

. dip, . .
RzL+LE+rlL:0 — i+

On reconnait une équation différentielle du premier ordre linéaire homogene et a coefficients constants
dont la solution s'écrit i, = Ae*/T o1 'on a posé T = L/(R + r). Reste a déterminer la condition initiale.
Comme le courant est continu dans une bobine, on a i (0*) = i, (07). Or, avant I'ouverture de I'interrup-
teur, iy, est donné par I'’expression obtenue a la question précédente. On identifie sans peine

2

R
e T et wu(®)=-Ril()=- e T
R+rn () L(0) R+rn

iL(f) =

9. Echelon sur bobine alimentée en courant* None available.
10. Du transitoire qui dure”

11. Régime transitoire™

1. Apres moultes exercices de TD, on sait bien que le générateur impliqué dans I'équation différentielle du
circuit n’a aucune influence sur la durée du régime transitoire dudit circuit. En d’autres termes, on peut
choisir E; =0 etn; =12 =0, ce qui ramene le circuit au circuit suivant. En effet, imposer un courant nul
est équivalent a un interrupteur ouvert alors qu'une tension nulle est équivalente a un fil. On a alors

T:ReqC:(Rl-l-Rg-i-Rg)C

2. Application numérique:
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12. Charge de deux condensateurs® None available.

13. Evolution suivie**

1. Placons-nous dans le systeme ou I'on ferme K; a ¢ = 0 et ou K reste ouvert.

(a)

La maille de droite a atteint son régime permanent et le courant traversant la bobine (équivalente
aunfil) a =0 vaut i;(07) = E/R;. La maille de gauche en revanche est initialement ouverte donc
i2(07) = 0. Par continuité du courant dans chaque bobine, on a donc

E
i1(0) = — et i-(0)=0
1(0) R, 2(0)

Un nouveau régime permanent s’installe dans lequel chaque bobine est équivalente a un fil et
chaque résistance est donc soumise a une tension E. Par conséquent,

lim i1 () = — et lim ir(¢) = —
t—oo Rl t—o0 R2

(b) Apres fermeture de K;, on peut écrire indépendamment la loi des mailles dans la maille de gauche

(9]

et dans celle de droite. Ainsi,

p-r, 3 R et E=L,32.Rr,;
_ldf 141 _zdt 2 L2

La maille de droite n’est pas perturbée par la fermeture de K; (elle était soumise a la méme équa-
tion différentielle auparavant) et reste donc dans le régime permanent déja atteint? :

E
i(f)=—=C"
1(2) R,

La maille de gauche est soumise au classique échelon de tension avec condition initiale nulle dont
la solution est la non moins classique fonction

E
() =—(1-e"!T) avec  Tp= o
2

Ry

qui vérifie bien la condition initiale nulle ainsi que la limite quand ¢ tend vers 'infini.

2. On ferme a présent K, en ayant attendu l'installation du régime permanent précédent.

(a)

Les nouvelles conditions initiales corrrespondent aux valeurs prises précédemment pour ¢ — oo
du fait de la continuité du courant dans les deux bobines

1(0) - t 2(0) =
n0=— e i2(0) = —
1 R, 2 R,

Lorsqu’on atteint le régime permanent, la bobine L; se comportant comme un fil, c’est toujours la
tension E qui est appliquée aux bornes de R;, d’ou

o E
lim i; () = —

Comme L, se transforme aussi en fil, la résistance R, est aussi soumise a la tension E. Mais le
courant traversant L, est la somme du courant ié = E/R; traversant R, et de celui n produit par la
source de courant (court-circuitée par le fil/bobine), d’ou

.. . E
gQMngm

2. Larésolution de I'équation implique que la constante devant I'exponentielle de la solution homogene est nulle.
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(b) Laloi des mailles dans la maille de droite permet d’écrire la méme équation pour i;, a savoir

E Ldi1+R'
= E— 1
1dt 1

La loi des maille dans la maille de gauche permet d’obtenir 'autre équation en prenant garde au
fait que le courant i,(#) traversant la résistance Ry vaut, d’apres la loi des nceuds, i;(f) = i>»(f) — 1,

d’ou
Eol, 32 g, 21,92 4 Ryi - R
= _— = —_— 1o —
24; 2l =L 212 —hom
di> .
Et finalement, E+R2n:Lga+R2 i

(c) Léquation pour i; est toujours la méme avec les mémes conditions initiales, celui-ci reste donc

: ([) E Cte
1 = — =
1 R

L'équation pour i; mérite néanmoins qu’'on s’y arréte quelque peu. Une solution particuliere est
) E
Iop = R +n
La solution de I'’équation homogeéne s’écrit quant a elle
Ly
“Re

ipp=Ae” /T2 avec  To

La condition initiale appliquée a i»p + i2, impose que

E E
—+nN+A=—
R R

E L
d’ou ib(=—+n(l-e )  avec Ty=—
Rz Ry

La solution démarre bien de E/R; et tend exponentiellement vers sa valeur limite E/R, + n.
14. Charge par décharge®* None available.
15. Circuit du 2¢ ordre** None available.

16. Flash d’appareil photo**

1. En convention récepteur, la puissance regue par le condensateur s’écrit & = uc(t) ic(t). Or,

d 1 d ;
g=Cuc et iC:d—z d’olr @:Eq dthA‘ ic(t)
R _lq(?)
t a0 gd 2 B C uc(
L'énergie stockée s’écrit & = f P dt = f %9 _49 T
0 0 C 2C B ()
2. Pour t <0, le circuit est représenté ci-dessus et la loi des mailles donne E = Ric + uc, c’est-a-dire
d
p=r<4, 4

dt C
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Lorsque le condensateur atteint sa charge maximale ¢, le courant tend vers 0, d’ou

CE?
qo=CE et 5)027

3. Latension uc est continue aux bornes du condensateurs. Par conséquent,
—uc(0™)  —uc(0) E

S A 0

Rt R¢ R¢

Or i(07) = 0 puisque la branche est isolée. Ainsi,

i(0%) =

Lintensité du courant i(f) n’est pas continue en ¢ =0

4. Pour ¢ >0, le circuit est celui représenté ci-dessus. La loi des mailles permet d’obtenir

0=Rfi+uc

Avec i CduC en dérivant 0=R di + duc i 1
Vi =C—, V = B _= o
dt far " dr  dr C

. . .o di . .
Cette équation est une équation homogene de la forme i + T Frie 0 avec T = R¢C. La solution s’exprime

donc i(r) = Ae T avec A constante 4 déterminer. Comme i(0*) = —E/ R¢, on en déduit

E .
i()=-—e"" ity 7
R¢ o t
5. Lareprésentation graphique est la suivante :
E
Ry

6. Le régime transitoire dure un multiple (disons 5 pour étre a 2% de la valeur finale) de son temps carac-
téristique T. Ici, comme uc(t) = —Rfi (1), le régime transitoire de I'équation étudiée précédemment est
aussi celui de la décharge du condensateur.

]At:5r:5Rfc=7,5ms\

17. La caractéristique du dipdle masqué™**

du
1. Laloi des maille donne E:uR+u:R(i+CE)+u carip=1i+ic
d
d'ot E:(u+Ri)+Rcd—L;

2. Etude qualitative
(a) Surlabranche B'A,ona ip = ;—i ug' et donc
ug +Rig =27V<u+Ri<us+Rin=80V<E=100V
du

1
P squent, — = —[E-(u+Ri)]>0
ar conséquen i " RC [E—(u+Ri)]

du
Sur B’A, la tension u augmente au cours du temps (E > 0) et 'on se déplace donc vers A.
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du
(b) Au point A, on a toujours T >0 car up + Rip =80 V < E et on ne peut donc pas se déplacer vers B

car alors la tension diminuerait au cours du temps.

du
(c) Au point B, on a au contraire ug + Rig = 120 V > E et de ce fait — < 0, la tension ne peut que
diminuer au cours du temps et ne peut donc pas aller vers le point A de tension supérieure.
3. Etude quantitative

(a) Surle segment B'A, on peut écrire u = ryi avec r = ua/ix =600 Q. En remplagant dans I'équation
différentielle trouvée précédemment, on obtient

R du
E=|1+—|u+RC—
r dr
Avec un départ en B’ pour condition initiale, il vient
r Rr
u(t)=——E(l-e M) +uge 1 avec T=—"—C=15ms
rn+R R+n

Il ne reste qu’a calculer le temps #; tel que u(#;) = ua. On obtient

rnE—-(r1 +R) up
Hh=T11ln L (1 ) g =1,9ms
rlE—(r1+R)uA

(b) Sur le segment AB', on a la relation
Up —u
r=—_""2_-8000Q
U=uyg+ri avec Iar— 1B
Ug = Up — T2 iAI =-380V

R R du
On en déduit I'équation E+—up= (1 + —) u+RC—
2 12 dt

d’ot1 de la méme maniere le temps t, pour passer de la tension u, a la tension ug

r2E+Ruo—(r2+R) Upr
T2E+RU()—(7‘2+R) ug

_ Rrg
B R+ )

=Ty In

C=1,6ms

) =2,0ms avec To

18. Observation d’un circuit inductif**

1. Le courant est continu dans une bobine qui était nul avant la fermeture de I'interrupteur, donc

i(0")=i(07)=0

Si le courant est nul dans la branche contenant la bobine, c’est qu’il passe
entierement dans la résistance R'. La source de tension E ne « voit » que les
résistances R et R’ en série. Le diviseur de tension donne alors

!/

u(0%) = E

R+R

Lorsque t tend vers l'infini, la bobine se comporte comme un fil. Les ré-
sistances r et R/, en paralléle, sont équivalente a Req = rR'/(r +R’), d’ol1 la
tension donnée par un nouveau diviseur de tension

Req rR’
E= E
R+Req  R(r+R)+rR

u(oo) =

Enfin, la bobine étant toujours un fil pour ¢ — oo, u(o0) est la tension aux bornes de r, d’'ou
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. u(oo) R’
i(co) = = E
r R(r+R)+rR’
2. Sil'on transforme le générateur de Thévenin en générateur de Norton, la 'L .
loi des nceuds donne la relation = T@ R H u| 1t H R
. R r
E u . u di .
—=—+i+= Or, u=L—+ri
R R R/ dr
R E 1(di ) . 1(di \ . E (L L\di roory.
d’ou —=—=|L—+ri|+i+=|L—+ri| soit —=|=+—= —+(1+—+—)z
R R\ dt R'\ dt R R R')dt R R
R'E LR +R) di di .
ou encore = - T— +1
RR'+r(R+R’) RR' +r(R+R’)dt dr
/
La fonction iy (f) = —————=——— = i(00) est solution particuliere de I'équation précédente et la fonc-
RR'+r(R+R’)
. _t/ . ) o . R . LR +R)
tion i, (1) = Ae """ est solution de I'’équation homogene sil’on note T = ——.
RR'+r(R+R/)
. . R'E —tht_ —tl
On obtient donc i(t)=——+Ae """ =i(c0)+Ae T
RR'+r(R+R/)
La condition initiale i (0) = 0 impose alors A = —i(oc0), ce qui méne a
R'E
i=——— (1-e7 "
(&) RR’+r(R+R’)( )
/
Par construction, i0)=0 et Ilm i(t)= — =i(o00)
t—+00 RR'+r(R+R/)
La tension u(t) est celle de la branche contenant L en série avec r, d’ ol
di RR'+r(R+R R'E rR'E
u(t) =L—+ri(H) =L B+R) T (1-e7YT)
dt L(R"+R) RR'+r(R+R/) RR'+r(R+R/)
_ rR'E I r —t/t
" RR +7(R+R)) R+R RR +r(R+R)
rR'E RR“E y
u(t) = + T
RR"+r(R+R’) [R+R)RR' +r(R+R'))
. ) rR'E
On a bien lim u(t) = ———— = u(o00)
{—+00 RR' + 7 (R +R/)
rR'E RRZE R/

u(0) =

et

+
RR'+7r(R+R) R+

= E
RHY(RR'+r(R+R’)) R+FR

Sur le graphique, on peut mesurer
u = 3,25V, u(co) = 0,84 V et
T =29 ms. T se trouve au croisement de
la tangente a |'origine avec I'asymptote
horizontale.

u(t)

u(0)

u(0)

t
[
L

0

T

(a) La mesure de u(oo) permet d’extraire la valeur de r en fonction de R, R’ et E :

rR'E

(o) = ——————
RR' + r(R+R/)

. RR’ u(o0) 3
" RE-R+R)ulo)

1Q

t
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Pour t = T, on a croisement de la tangente a |'origine avec 'asymptote horizontale. Maintenant
que r a été déterminé, on obtient,

L(R'+R) [ = RR'+r(R+R)

T2 = 1=13H
RR'+r(R+R/) R +R

(b) Lavaleur initiale de la tension permet d’avoir acces a la résistance interne du générateur

R’ R’ (E - u(0))
u(0) = E S R=—————=540Q
R+R u(0)
19. Charges et décharges : vers un « régime permanent »** R, R
1. Premiére charge
Ef - C | uc

(@) Le schéma de charge est donné ci-contre. ;

(b) En utilisant la loi des mailles et le fait que le courant est celui qui traverse le condensateur donc

du
i= C—C, on obtient
dr

du
E=Rgi+Ri+uc  soit E:(Rg+R)Cd—;+uC

(c) On a affaire a une équation différentielle linéaire a coefficients constants de solution particuliere
ucp = E etde solution homogene 3 Uch =Ae "Tenposant T = (Rg+R)C. La solution générale s’écrit
donc, avec A une constante a déterminer,

uc=E+Ae "

(d) Latension est continue aux bornes du condensateur. Comme de plus uc(0™) = 0 puisque le conden-
sateur est initialement déchargé, la condition initiale s’écrit

(e) Avec I'expression générale déterminée précédemment, on a

uc)=E+A dou A=-E

soit uc(f) =E(1-e7"'7)

2. Premiere décharge
C |uc

(@) Le schéma équivalent pour t € [T/2;T] est présenté ci-contre. z

(b) Le condensateur est a présent chargé sous la tension uc(T™/2). La continuité de la tension aux
bornes du condensateur permet donc d’affirmer

u=E(1-e1/27)

(c) Le méme raisonnement que précédemment permet d’obtenir I’équation différentielle

0=(R +R)Cduc+u
T dr ¢

3. L'exponentielle est votre amie!
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(d) Léquation est déja homogene : la solution générale s’écrit donc A’e ~*/T. La condition «initiale » en
t =T/2 donne que

Ale -T/2t — UO

soit uc(t) = uyge -T2/

3. Deuxieme charge

(a) La continuité de la tension donne que uc(T) = uc(T™) soit

-T/2t

vi =uc(T™)=upe

(b) On retrouve la méme équation différentielle que pour la premiere charge, donc la méme solution
générale E+Ae~"'". Lanouvelle condition initiale (en ¢ = T) implique que

E+Ae /T =y,

soit uc(t) =E(1-e~"1/1) 4y e~ -0/

4. Relation de récurrence

(@) La valeur de up = uc(T/2) a été calculée précédemment. Quant a vy, il s’agit tout simplement de
uc(0), c’est-a-dire

V=0 et u=E(l1-e %)

(b) Sur l'intervalle de temps [nT;(n+1/2)T], on observe la charge qui démarre a la valeur «initiale »
uc(nT) = vy, soit une expression générale

uc(t) =E (1 _ e—(l—nT)/T) + v, e—(l’—l’lT)/T

Il suffit alors de prendre la valeur en ¢ =

1
n+ 5) T pour en déduire

u, =E (1 _ e—T/ZT) + et

Surl'intervalle [ (n+ 1/2) T; (n+ 1)T], c’estla décharge qui démarre a la valeur «initiale » uc(nT+7T/2) = u,
soit

uc(t) = u,el-(n3)Tl

Un+1 estlavaleur prise en ¢ = (n+ 1)T, soit

— -T/21
Un+l1 = Up€

(c) En substituant u, dans les deux relations précédentes, il vient
Upi] = E (1 _ e—T/ZT) e—T/ZT + v, e—T/r

En utilisant la relation fournie dans I’énoncé, on en déduit (puisque vy = 0)

1_e—nT/T l_e—nT/T

vneN vn:E(l_e—T/ZT)e—T/ZT +er—l’lT/T:E(l_e—T/ZT)e—T/ZT

1—e I/t 1—e-T/T

(d) Eninversantla seconde relation de récurrence, on a aisément

1_e—(n+1)T/T
VneN  up=vpet’?T=E(1-e1/2T)

1_e—T/‘r
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E (1 _ e—T/ZT) e—T/ZT
(e) La suite v, tend vers v, = et I'on cherche la premiere valeur de n telle que

1 _e—T/T
Voo — Un

=e T < 0,05 soit
Voo

n= - 1n(20)
T

5. La courbe complété de toutes les annotations est la suivante

u(t) Régime transitoire Régime permanent

T

/

tension du générateur tension du condensateur

Pour mesurer T, il suffit de regarder 'intersection de la tangente a I'origine de la courbe uc(t) (de la
forme E(1 —e~*/7)) avec son asymptote E. On lit

3T
T=—
2

Comme In(20) =In(10) + In(2) = 3, la condition trouvée pour la régime permanent s’écrit

n=3x3/2=4,5

Il faut 4 périodes et demi du signal générateur (3t1) pour atteindre le régime permanent.

Enregardant la fonction « moyenne » (ie qui passe au milieu de la courbe en dents de scie), on « pressent»
qu’elle est aussi du type a+B e~ */T ot1 a = E/2. On peut donc retrouver 1 par l'intersection de 'asymptote
E/2 avec la tangente a I'origine, ce qui redonne bien Tt = 3T/2, résultat cohérent avec la détermination
précédente.

20. Détecteur de particules™™**

V, dv,
1. Laloi des nceuds donne ig(H) =ig+ic= ES +C d_ts
dv, 1 I
d’olt Sp—Vy=—e it
dt RC C

dv. ARI 1
2. Avec I'expression fournie, d_ts Sl PR 7L P e~ t/(kD)
T
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On peut déja voir qu’elle vérifie la condition initiale V5(0) = 0 puisque le condensateur est initialement
déchargé et que la tension est continue a ses bornes. Reste a vérifier qu’elle vérifie I'équation différen-

tielle. En 'y remplagant et en utilisant RC = kT comme défini dans ’énoncé, on obtient
Alg=K)

Io i dVy 1 ARIp [ _;p 1 —t/ (k) ARIp - _/z —t/(kT)
Ze =— 4+ —V.=— e ——e + e —e =
C dt  kt ° k kT ( ) C
. . 1
En identifiant les deux bouts A= 1%
3. Recherche d’'une solution pour k=1
(@) En posant k =1 —¢, on obtient
— % (e—t/T _ e—l/(l—E)T) ~ % (e—t/T _ e—(1+8)t/T) — %e—th (1 _ e—Et/T) ~ % e—t/‘l’ E
€ € T

Vs
€

€

r
Vs~ Rlg—e "'"
T

d’ou
(b) Stricto sensu, I'expression précédente n’est valable que pour ¢ au maximum de I'ordre de T pour
que le développement en € <« 1 puisse étre fait. Néanmoins, on va voir s'il ne s’agirait pas de la

solution générale pour k = 1. Calculons
dVs RI t
_S — _Oe_t/T (1 — _)

dt T T
dVs Ly _Rloyr_ IEOe_”T

d’ou
dt T T
Comme en outre elle vérifie la condition initiale V4(0) =0

t
Vs : t— Ry —e~*'T est bien la solution de notre probléme pour k = 1.
T

4. Le calcul précédent de la dérivée permet de dire que Vg passe par un maximum pour ¢ =1, d’ ot

h=1 et Vy(t) =Rlpe™!
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21. Cléture électrique™ ™™

1. Unélément de clotiire de longueur dx est constitué d'une résistance p dx reliée a la terre par une conduc-
tance g dx (donc une résistance associée 1/gdx) suivant le schéma

i(2) LT (x4 da)
u(z)' gdx 'u(a: + dz)

2. Laloi d’Ohm appliquée a la résistance pdx donne, au premier ordre,

d
pdxi(x) =u(x)—u(x+dx) = —d—de

d'o () = - (D
P ~ dx

La loi des nceuds quant a elle permet d’écrire
gdxu(x+dx)+i(x+dx) =i(x)

Comme au premier ordre on a

i(x)—i(x+dx) = —% dx et ulx+dx) = u(x)

alors u(x) = —ﬂ (2)
§ © dx

3. Enremplacant]’équation (1) dans I’équation (2), on obtient'’équation du second ordre vérifiée par u(x) :

On trouve bien des solutions sous la forme

u(x) = ae** +pe™*

a condition de prendre K=,p§

Le courant i(x) est obtenu par application de I’équation (1)

i(x) = \/§ (—ae* ™ +pe ™)

4. Sile parc est ouvert a son extrémité, alors les conditions aux limite s’écrivent

u(0) = ug et i=0

En effet, le circuit étant ouvert en bout de cloture, le courant doit nécessairement y étre nul. Ainsi, les
constantes « et 3 sont solutions du systeme

{uoz(x+ﬁ

0= —(xeKL+[?'>e_KL

Up
T Tred

qul se resout alsement en oL

Up€ Uo
1+e2xl  e—2kL 4
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On peut vérifier que la seule position ot la tension est minimum est en x = L puisque sa dérivée pi(L) y
est nulle. On cherche donc g tel que

lo(@L) > 0

0 2
Uo kL Uo L U2
e+ e > —
1+e2<L e 2kl 4] 2
Up Up Up
+ > —

2ch(kL) 2ch(xL) 2

ch(kL) <2

Argch?(2
Ce qui donne la condition < gTz() =5,8.10">S.m™!
Y

Par analogie avec les formes exponentielles complexes des fonctions cos et sin, on définit les
cosinus et sinus dits « hyperboliques » a I'aide des exponentielles réelles selon la correspondance
i0

i0 —i X -X
e +e er+e
cosf= —— chx=—
2 2
i0 —i0 X -X
. eV—e e¥—e
sin0= —— shx=——
21 2

Les fonctions hyperboliques permettent souvent de simplifier I'écriture d’expressions symé-
triques en exponentielles et sont connues de vos calculatrices. Elle vérifient certaines identités
« trigonométriques » dont la relation

ch?x-sh?x=1
La fonction Argch est la fonction réciproque de ch et est telle que

Argch (ch x) = | x| car ch est paire

mais vous reverrez tout cela en cours de mathématiques.

5. Sile générateur est relié aux deux brins du fil, alors les conditions limites s’écrivent
u(0) = ug et u(L) = ugy

{u():(x+ﬁ

up = ael+pex

c’est-a-dire L

Résolvons en faisant un petit pivot de Gauss

Uy =a+p
—
{uo(l—e"L) =0+p(e L -e )

l_eKL eKL/2 (e KL/Z_eKL/Z) e|<L/2
B=u—5 L= o L2 L2 L2 L2y - WSO L2
e KL _eX (e7L/2 — KLi2) (g ~KLI2 4 gKL/2) e~ KL/2 4 gk
—
e—KL_ 1 e—KL/Z
a= U =u

e—KL _okL "0 L2 | oKkL/2

On cherche '’endroit pour lequel la tension est minimale, c’est-a-dire tel que
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ake*-Pfke™ =0
aek* = ﬁe—Kx
e—KL/Zer — eKL/Ze—Kx

eZKx — KL

@

X =

N |

On aurait pu arriver a cette conclusion directement par un argument de symétrie, le role des
points A et B étant interchangeable.

dition s écrit al uL/2) 1 1 1

La condition s’écrit alors by o—Nli2 1 oNLiZ + o KL7Z £ gNLIZ > 3
1 1 1

+ > —

2ch (xL/2) 2ch(xL/2) 2

ch (kL/2) <2

4 Argch?(2)
§<————

Cequid
e qui donne NE

=2,3.10"%S.m!

Pour une méme perte de tension acceptable autour de la clotiire, on gagne une longueur de fil a fermer
le circuit.
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I suppose that’s more accurately a hare dryer.



S04 Circuits linéaires du premier ordre

18/18
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I just caught myself idly trying to work out what that resistor mass
would actually be, and realized I had self-nerd-sniped.
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