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1. Orbite rasante V=

Mouvement dans un champ de force centrale conservatif

¢ M~

T

=7,91 km.s~!

R+h

2. QCM Rocher dans la ceinture d’asteroide Avec p =5,0.10% kg.m™3 et -~ 1,

[(R + h)? R+h\> 3
T=2 - =2 ~1,5h
A i R ) 4np9d

3. Trajectoire impossible La vitesse ayant augmentée, le point P est nécessairement le périgée de la
nouvelle orbite. La trajectoire elliptique ne peut donc par conséquent pas rentrer a l'intérieur du cercle.

4.

Trou noir None available

. Temps de visibilité* None available
. Rendez-vous orbital* None available

. Géostationnarité*
1.

Comme on a affaire & une force centrale, le mouvement est nécessairement dans le plan contenant

7 = OM et 7, c’est-a-dire le plan passant par la position initiale du satellite et le centre de masse de

la Terre. Supposons que l'orbite ne soit pas équatoriale, alors sur une moitié d’orbite le satellite survole
I’hémisphére Nord de la Terre alors que sur I'autre moitié, il survole I’hémisphére Sud. Un méme point
ne pouvant pas se trouver strictement dans I’hémisphére Nord et dans I’hémisphére Sud, le satellite
ne peut en aucun cas rester immobile au-dessus du méme point de la surface terrestre. Il ne reste
donc que le plan équatorial de disponible.

La période de rotation du satellite doit étre égale a la période sidérale de la Terre pour que le
satellite semble toujours étre immobile au-dessus du méme point de la surface. Or, la loi des périodes
de Kepler permet d’obtenir, avec h l'altitude du satellite, ¢’est-a-dire la distance au sol,
T2 B 472
(Rp +h)3  GMry

Avec la relation gy = GMT/RTz, il vient

T 2
h = \/(g) go Rr? — Ry = 35,8.10° km

8. Lancement de satellite* Pour étre sur une orbite de rayon r, le satellite doit avoir une énergie
mécanique

GMm

Enr=—
f 2r

Or, sur sa base de lancement, il est déja a une distance Rt du centre de la Terre et animé de la vitesse de
rotation du sol, c’est-a-dire avec une énergie
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1 GM
E. = 5 m [(Rr cos \) wr|? — RTm
d’ou I’énergie a fournir, d’autant plus faible que la latitude A est proche de 0,
GMm 1 GMm

AE =E;— E.i = —ém(RTcos)\wT)QjL

2r

R

9. Satellite SPOT** None available

10. SOHO** None available

11. Freinage par poussiéres cosmiques™™ None available
12. Mouvement a force centrale™ None available

13. Ellipse de transfert de Hohmann**

1. Le grand-axe de 'orbite elliptique de transfert vaut 2a = r; 4 r9, d’ott ’énergie mécanique

B _ GMm  GMm
"o 20 ri471

2. Ecrivons 1'équation donnant I’énergie mécanique a la fois au périgée de Dellipse et sur 'orbite de

rayon i,
1, GMm GMm
2 1 T+ o
1 ,  GMm GMm
2 T 2 T1
En prenant la différence,
1, 1 2 GMm  GMm >1 5 9 <t
—mv]” = —mv — —mu car 2ry <ry+r
2t T 2r,  rmAre) 20 P

3. Ecrivons 'équation donnant 1’énergie mécanique a la fois a 'apogée de 'ellipse et sur l'orbite de

rayon 7o,
1,5 GMm GMm
gmvz — = -
T9 T+ T2
1 5,  GMm GMm
—muvy~ — = —
2 T9 2 T2
En prenant la différence,
Log? = Loog? ¢ CAbm _ GMm A 12 car 27ry > 1+
—mul” = —mu - —m
PR M 2ry  ri4re) 2 2o

Il faut bien encore fournir de I’énergie pour se stabiliser sur I'orbite de plus grand rayon.

4. Le temps de transfert est égal a la moitié de la période de ’ellipse de transfert, obtenue a l'aide de

la loi des périodes de Képler,
" . 1 471'2 L+ T2 3
transfert — 9 GM 9
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L’énergie fournie est la différence entre les énergies cinétiques successives :

1 1 1 1
AE = <§mvf — amvf) + <§m022 — amvf)
B (GMm B GMm) N (GMm B GMm)

27y 1+ T L+ T 279
AE — GMm B GMm
2T1 27’2

C’est-a-dire exactement la différence d’énergie mécanique E,» — E,,; entre les deux orbites.

14. Free-fall time*™ Calculons I'énergie mécanique totale du corps laché sans vitesse initiale depuis la
distance Terre-Soleil drg :

B — lm 0% — GMgm _ _GMSm
2 drs drts
Or, pour une orbite elliptique de demi-grand axe a, I’énergie mécanique vaut —GMgm/2a, d’ott une
orbite elliptique « limite » correspondante de demi-grand axe a = drs/2 et de période, par la loi des
périodes de Képler, T = T1/2v/2. Comme la chute se fait sur une demi-période, le temps total de chute

vaut

Tt

tg = ——
34\/5

15. Expérience de Rutherford **

1. Equation de la trajectoire.
(a) Dans le référentiel du laboratoire supposé galiléen, la seule force substancielle a I’échelle des
particules considérées est la force électrique (répulsive) entre la particule « et le noyau atomique

? 27 e? RN

[} 67"

T 4r €012
Cette force étant centrale, le moment cinétique de la particule par rapport au centre O est
conservé au cours du temps. En posant Hy la projection de M sur I'axe Oy, on a

— — — —
<7_o>:Ol\/[/\m7:OHO/\m7+HOM/\m7:()Ho/\m7:—myovo(e_;/\6_3?):myovoe_z>

: — 5 —
Comme d’autre part, en polaires, oo = mr?0e.

On en déduit 0 = Yo : 0
r

(b) A T'aide de la formule de Binet pour la vitesse, on écrit

1 1
E. = §m02 = ém(yovo)2 (u? + u'?)

(c) En tant que force en 1/72, la force électrique admet une énergie potentielle en 1/r de la forme

27 ¢ 7 e?
Ep c -2

dregr  2meg

L’énergie mécanique (conservée) de la particule « s’écrit donc

62

1
@@:@@C—l—@@p:amyOQUOQ(u2+u’2)+ u

2w €0
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d& :
(d) La conservation de I'énergie s’écrit — = 0. Or, puisque 0 = yove/r% # 0, on a que

dt
dé& d& dé dé&
a ! ag @ " ag "
d& 2,2 oo Let
Or, qg = Mo v (u+u)u+2ﬂgou

Comme u' # 0 la plupart du temps du fait du mouvement non circulaire de la particule «,
on peut simplifier et on en déduit ’équation de la trajectoire

d?u 7 e?

402 U= _27T50my02v02

(e) Trajectoire hyperbolique.
i. Avec 'expression fournit pour r, on a que
A 1
u=— cos(d — ) — -
p p

En remplacant dans ’équation différentielle, le terme en cos(f — [3) se simplifie (c’est la
solution homogene) et il ne reste que —1/p, solution particuliére. On en déduit que

27 g9 M Y2 Vo2
7 €2

ii. La premiére condition, » — oo quand § — 0 revient a u(0) = 0, c’est-a-dire
Acosf =1

Comme d’habitude avec les conditions initiales, il nous faut une condition sur la position
et une sur la vitesse pour pouvoir déterminer entiérement le systéme. Il faut donc trouver
la condition sur la vitesse qui est que v(6 = 0) = vy en norme. Le rapport avec u est donné
par la formule de Binet

A2
vo? = C? (u? + u'?) = C*u’? = (yo vy)? 7 sin? 3
Ainsi, Asinﬁzirﬁz£
Yo Yo

On a choisi le signe positif car on veut que # > 0 soit possible et on a bien, si 8 et [ sont
positifs, que cos(d — 5) > cos(f).

Ces deux conditions permettent alors d’extraire

2
taunﬁz£ et A= 1+(£)
Yo Yo

2. Angle de déviation

(a) Loin du point O, I’énergie potentielle est nulle. L’énergie cinétique vaut donc I’énergie totale &,
justement égale a 1’énergie cinétique initiale. Ainsi
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(b) La condition d’éloignement infini pour § = ¢ s’écrit
A cos(p— ) =1=A cosf — p=28 ou =0

La solution ¢ = 0 étant la situation de départ, on a alors

@ = 2 Arctan (ﬁ)
Yo

Yo (en m) 1071 10712 10713
180~ (en®) | 0,17 | 1,7 | 16,9

(c) Application numérique :

(d) Ce type d’expérience permet de sonder le caractére ponctuel du noyau atomique en mesurant
les écarts aux valeurs théoriques.

3. En fait, il n’est pas possible d’imposer la valeur du paramétre d’impact yy mais on peut en estimer
la pertinence en calculant la probabilité de déflection avec un angle donné en fonction de la densité
de la feuille d’or utilisée. L’expérience de Rutherford, réalisée en 1909, prouva que le noyau atomique
était une boule positive de trés faible dimension car ses résultats étaient en parfait accord avec
les calculs réalisés précédemment. Elle infirma notamment le modéle alors en vogue (dit du plum’s
pudding énoncé en 1904 par JJ Thomson, pére de 'électron (1897)) qui supposait la matiére formée
d’une assemblée diffuse de charges électriques positives (le pudding) dans laquelle nageait quelques
¢lectrons ponctuels (les raisins secs distribués dans le pudding).

kokk

16. Satellites de communication

1. On établit facilement que la vitesse sur lorbite circulaire s’écrit v = \/GMr/R. Ainsi,

3
_ 2R [Brth)

v GMT

T

On retrouve la troisieme de Kepler dans le cas particulier du mouvement circulaire.

2. La vitesse sur l'orbite vaut v = Rw = /GMr/R, de fait

E 1 9 GMT m
c=-—muv =
2 2(Rr+h)
GM
Pour I’énergie potentielle, E, =— e ;FL?Z
D’out le théoréme du viriel 2E. +E, =

3. La vitesse étant constante, ’angle parcouru vaut

2
20z:w7':%7'
Or cosoz—OQ— R
’ ~ OA Rr+h

h 3
soit T=2 Arccos(RfLi h) (Ré 1\+/IT) =9,2.10%s
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4. De la question précédente, on tire directement

T ™ ™

T a Arccos[Rr/(Ry + )]

= 6,6

Pour pouvoir étre constamment en vue d'un satellite sur une orbite polaire fixée, il faut donc au
minimum un train de 7 satellites Les satellites couvrant la surface avec le méme angle (2a)) dans
la direction est-ouest, il faut 7 orbites polaires pour couvrir ’ensemble de la surface terrestre, soit
49 satellites en tout.

5. Un satellite est en orbite géostationnaire s’il apparait immobile dans le référentiel terrestre pour un
observateur lui-méme immobile sur Terre. Une orbite géostationnaire est forcément située dans le
plan équatorial de la Terre, la période du satellite est identique & celle de la Terre dans le référentiel
géocentrique (jour sidéral), c’est-a-dire T = 86164 s. A 'aide de la relation établie & la question 1,
on constate que cela correspond a

G My T?
h= /=5 —Rr=3610"km
™

Le satellite est fixe par rapport a la Terre, la notion de durée de visibilité n’a plus de sens. L’emploi
de la formule obtenue dans la question précédente montre qu’un satellite couvre un angle d’environ
163°, trois satellites suffisent donc pour couvrir 'orbite équatoriale compléte et leur suivi est facile.
Par contre il ne pourra couvrir que les latitudes comprises entre —81° et +81° : la couverture de la
Terre n’est pas assurée.

6. Une force est une masse multipliée par une accélération :
[f] = M.L.T2
Selon la définition de la force fournie par I’énoncé :

[f] = [a]. M.(L.T~1)2 soit M.L. T2 = [a]. M.L2. T2

et finalement [a] =L~

Le satellite est soumis a deux forces : la force gravitationnelle, qui dérive de I'énergie potentielle E,,
et la force de frottement f. Pour un déplacement élémentaire du satellite, le théoréme de 1’énergie
cinétique s’écrit
dE. = 0W¢g + dW; = —dEp + OW¢
Le théoréme du viriel donne dE, = —dE, /2 soit
1

§dEp == 5Wf
= —amv?-?dt
GMTm
———dh = — 3dt
Ry £ )2 amuv

Puisque la vitesse varie trés peu en norme au cours d’une révolution alors v?* = G Mr/(Rr + h),
on en déduit que h vérifie ’équation différentielle

dh
E+2a\/(;1\AT(RT+h)=0
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7. Sur une révolution, At = T et la variation relative d’altitude Ah/h est faible, permettant d’approxi-

A
mer % 7 A—}tl Ainsi, avec T = 2m/R3/GMr,

Ah B Ah
2T/GMr (Rr +h) 47 (R +h)?

=1,5.10"% m?

Au bout de 10 ans de chute constante & 1 m par révolution, l'altitude du satellite aura varié d’autant
de meétre qu’il a fait de révolutions (en supposant la période de révolution constante), c’est-a-dire
d’une hauteur H telle que

H— Ah 10 x 365,25 x 24 x 3600 — 52,0 km
27T\/(RT -+ h)?’/GMT

Sans faire d’approximations, il faut intégrer I’équation différentielle

dh
— = —a /G My dt
oVRrt h T
ce qui donne VRt + hy — VRt + by = —a/GMr (ta — t1) avec ty — t; = 10 ans

soit H= hg - h1 = (\/RT+h1 —OZ\/GMT (tg —tl))2 —RT - hl = —51,9 km

L’écart relatif entre les valeurs de H données par les deux méthodes est de I'ordre de 107, ce n’est pas
étonnant au vu de la faible valeur de «. Il n’est pas paradoxal que la vitesse du satellite augmente
en présence d'une force opposée au mouvement car comme E,, = E,/2 et E. = —E,/2 = —E,,,
la perte d’énergie mécanique entraine une augmentation d’énergie cinétique dte au fait que la force
gravitationnelle travaille plus (en valeur absolue) que les forces de frottement et surcompense ainsi
leur action.

8. De méme que précédemment, pour une faible variation d’altitude au cours d’une révolution, on a
Ah = —4r a(h) Ry + h)? = —471 % (R + h)?

Si on effectue le rapport entre les deux variations d’altitude données dans ’énoncé, pour h; = 800 km

et ho = 400 km, on obtient
Ahy (b))’ (Rr+hi\’
Ahy  \ Rt + he

) 1 Ahy (Rp+hy\”
SO1 B hl(hQ/h,l) n (Ah2 <RT—|—h1) )

Par ailleurs, on sait que (800 km) vaut 1,5.107 m~!, ce qui conduit &

v=1,1.10"% m'/®

ok kok

17. Mouvement képlérien en relativité générale
1. Mirage gravitationnel

(a) Equations du mouvement
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i. La conservation du moment cinétique a déja été démontrée dans le probléme sur la station
internationale. Pour la formule de Binet, la force étant centrale, I’accélération est nécessai-
rement radiale, d’ot1, en coordonnées polaires,

T =(F-ri®)e

On exprime 7'“:£<1) d<1> dez—iu’éz—Cu’ carC:rQQ:ﬁ—Cte

dt\w) — do\u) dt u? u?
S -~_d7;_d /de_ "y _ 2,2,
Ainsi, = _dﬁ(_cu)dt =—-Cu'f=-Cuu
) 0 1 2)2 2,3
d’autre part r0 :E(Cu) =Cu
Au final, on a bien T =—-C*® (' +u)e

ii. Le terme perturbateur est trés petit devant le terme newtonien si et seulement si
3 L2u*

5 < mu?
mec

Or L/m = r?0, ainsi cette condition s’écrit

3(rh)? <

La vitesse tangentielle de la particule doit étre trés petite devant la vitesse de la lumiére.

iii. Avec les deux forces fournies par I’énoncé et la formule de Binet, on retrouve [ED1]

d?u m\ 2 GMs ,
a7 U= OMs () + 375
11 suffit alors de remplacer m par 0,
d2u GMS 9

(b) Déviation de la ligne de visée d'une étoile

i. En 'absence de gravitation, on s’attend a ce que les trajectoires soient des droites. L’équa-
tion précédente s’écrit alors :

P g it ) 0+ cosind

—— tu= soi U = ¢ COS Co sin

102 0 1 2
1

Avec les conditions initiales on obtient wuy(6) = e cos f, soit
S

Ry . .
r(0) = dot x=rcosd =Ry et y=rsinf = R;tan(h)
cos 6

Ce qui est bien une droite (z = C* quelle que soit la valeur de y).
ii. En remplagant u = Z/Rs dans [EMP], on obtient

d%7Z 3GM
—— 4+ 7 =kr7Z? avec K = 5

do? B RS c2

=6,4.107¢ (1)

On vérifie que k est bien trés petit devant 1. Ce terme étant petit, le second membre est
quasi-nul (si on suppose Z bornée et suffisament petite). On peut donc supposer que la
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solution est quasiment cos(f) auquel s’ajoute un terme correctif en k. On injecte alors la
solution proposée dans ’équation différentielle, on obtient un polynoéme en . Les coefficients
Ay et By s’obtiennent par identification. Le terme en & Z? va donner des termes en x? et &3,
de T'ordre de 10712 et 10718, Si I'on suppose Z; bornée, les termes en x? et x* sont alors
négligeables, d’ou la proposition d’effectuer le développement au premier ordre. Cherchons
Z sous la forme Z(0) = cos 0 + k Z1(0). Injecté dans I'équation (1), il vient

d?z d?z
WQO +7Zo + K d921 + K7, =rcos? 0+ 2K27Z0 7y +/<;3Z121
0 négl?ggable
d?z
Au premier ordre, d921 + 74 = cos® 0 (2)

L’énoncé propose de chercher une solution a I’équation sous la forme Z;(0) = Az + By cos 26,
ce qui donne pour I’équation (2),

Ay — 3By cos20 = cos? 6

Or, comme cos? § = (1 + cos 26)/2, on identifie

1
6
Zy = 1/2 — cos(20)/6 est donc bien solution de I’équation (2). Elle est bornée et on est
assuré que le terme d’ordre 1 reste bien petit devant le terme d’ordre 0.

1
2

iii. Les directions asymptotiques s’obtiennent pour r tendant vers oo, donc u tendant vers 0.
On résout donc 'équation Z(0) = 0 soit

cos@+g—%0052920

La déviation étant faible et les directions asymptotiques de la trajectoire Zo(f) non déviée
étant 0+ = + /2, on peut raisonnablement poser 0+ = £(7/2 + () avec ( < 1

—SiﬂC+g—gCOS(7T+C):O = —C+g+gs0
2
d’OI\l C:§<<1

Pour obtenir 'équation de la trajectoire, il suffit d’écrire que cos@ = z/r = X/v/X2 4 Y?
et de remplacer dans U'expression de Z = Ry/r = 1/v X2+ Y2, d’on

1 B X +/<; K 2( X )2 |
VXZEY?2 O JUX2FYZ 2 6 VX2 + Y2
2K K X2
) L _q_ = 2 2
c’est-a-dire X =1 3 VX24+HY?2 4+ 3 Y

iv. Sir > R, alors Z est trés petit devant 1 et on a Z(#) ~ 0 ce qui correspond a 6 = 0+ et la
trajectoire est bien confondue avec ses asymptotes. L’angle entre les deux asymptotes est

4
A =2¢ = ?’{ —8,5.107% rad

2. Mouvement képlérien en relativité générale
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(a) Solution pertubative

i.

11.

111

1v.

Calculons tout d’abord la dimension de B.

L
[G Ms] = L3,T_2 et |:_} — [C] — LQ.T_l ainsi [B] — L_1
m
Montrons de plus que ¢ est adimensionné. Comme on vient de le voir
GMgm]?
CGMs | = LT =[] don [d::l Lim} -

L’équation [ED2] est donc bien dimensionnée.

Il s’agit 1a encore d’'une méthode pertubative identique & celle utilisée pour obtenir Z.
On cherche donc une solution sous la forme

u(0) = u@(0) + e uV(0)
L’équation [ED2] se lit alors

d24,© d2u® ©) » MO (QU(O) u + €u(1)2>
+e +u® +eu =B+e— +¢2
d6? d6? B B
On se limite au premier ordre en € et on néglige par conséquent le terme en 2. L’équation
différentielle doit étre satisfaite ordre par ordre, ce qui s’écrit

d2u©
0 _
g tuV =B
42, o = (u(©)2
d6? B
On vérifie aisement que u(® = B 4+ Acosf est bien solution de I'équation d’ordre 0 et

que moyennant la validité du développement perturbatif, c’est une bonne solution pour
I’ordre 0.

On voit que la solution du premier ordre dépend de 'ordre 0, donc en injectant la solution
précédente dans la seconde équation :

d?u® (1) B? + A%cos? 0 + 2AB cos 0
+u =
de? B
En remplagant cos? § par (1 + cos20)/2, on obtient

1A% 1A?
5H + 3R cos 20 + 2A cos 0

d2u®

I s’agit de vérifier si approximation qu’on a effectuée (développement perturbatif) est
valide. La solution d’ordre (1) est

u® = acosf + Bsinf + ul) + A fsin(6)

ol ué) correspond au terme périodique dont parle I’énoncé. On voit que les trois premiers

termes de u(!) restent bornés, alors que le terme séculaire ne I'est pas. Le développement
perturbatif qui contient le terme A e 6 sin() n’est donc valide que tant que use < u(?, soit

[0 <1]

(b) Avance du périhélie
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i. On a donc le développement suivant pour u () :
u=DB+Acosf+ecu,+cAfsind
En utilisant le fait que cos + € @ sinf = cos(f — € 0), u s’écrit
u=B+Acos(6(1 —¢)) +eu,

La quantité eu, est bien négligeable devant B 4+ A cos(6(1 — ¢)), puisque u,, correspond a
un terme périodique borné (car non résonant). Ce terme n’est donc pas nécessaire pour
déterminer le maximum de u; celui-ci est alors atteint pour 6, (1 —¢) = 27n, ce qui s’écrit

0, =2mn(1—¢) ' ~2mn(1l+¢)

ii. Entre deux périhélies successifs, 'angle 6 a varié de A8 = 0,11 — 0, = 27 (1 4 ¢), c’est-a-
dire qu’on a fait un tour (27) plus un petit angle 27e pour réatteindre le périhélie.

‘Le périhélie s’est donc déplacé de 271'8.‘

iii. Calculons la valeur de 27e (en degrés) dans le cas de la planéte Mercure.

2
2me = 671'@ <GMS>
T Ce

36525
Soit en degrés par siécle w= 37,960 2me = 0,012° /siécle
et en secondes d’arc? par siécle w = 43" /siecle
b s b/a?

2. Il y a 3600 secondes d’arc par degré.



