Oscillateurs amortis : régime forcé

Partie I
( Régime sinusoidal forcé et notation complexe

1 Régime sinusoidal forcé : définition et importance

Définition Le régime sinusoidal forcé consiste a rajouter un terme si-
nusoidal dans le second membre d'une équation différentielle régissant
I’évolution d'un systeme. Cette introduction peut se faire de plusieurs
manieres :

— Rajout d'un générateur de tension sinusoidale dans un circuit;
— Secouage sinusoidal de 'extrémité normalement fixe d'un ressort;
— Autre...

I se rencontre aussi bien en électricité qu'en mécanique, optique ou
thermodynamique.

A noter que le régime sinusoidal forcé représente la solution parti-
culiére de I’équation différentielle apres que le régime transitoire ait dis-
paru. C’est donc tres rapide a obtenir en électricité, mais il faut parfois
attendre plusieurs minutes pour que ce soit le cas en mécanique.
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Importance Les situations de for¢cage sinusoidal sont trés courantes en pratique (alimentation secteur alter-
native, vibrations engendrées par des rotations d’axes, etc..), mais I'étude des régime sinusoidaux est d’autant
plus importante que n’importe quel signal périodique peut s’exprimer comme une somme de signaux sinusoi-
daux de fréquences différentes (les amplitudes et phases dépendant de la fréquence). Comme on s’intéresse
ici a des systemes linéaires, I'effet du systéme sur une somme de signaux vaudra la somme des effets sur
chaque signal (sinusoidal) indépendamment. Ainsi, I'action d’'un systeme linéaire sur n'importe quel signal
périodique pourra se déterminer entierement en fonction de I'impact de ce systéme sur une fonction sinu-
soidale donnée a condition de conserver la dépendance du résultat en la fréquence f (ou la pulsation w) du

signal sinusoidal initial.
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2 Notation complexe
a) Rappels

En mathématiques, un nombre complexe peut s’écrire facilement de trois maniéres différentes :

z=x+jy=r(cos+jsin0) = rel®

En particulier, on peut associer a un nombre s’écrivant sous la forme r cos8 un complexe z tel que

’rcosE):Re(z)‘

@Attention! N
En physique, on utilise beaucoup la notation complexe en électricité. Or en électricité, la lettre i est déja

plus ou moins réservée pour noter des courants, de sorte que, pour éviter les confusions, le nombre
complexe de carré —1 sera noté j et non i. C’est pourquoi on a en physique

j=-1

N /

b) Définition
Soit un signal sinusoidal s’écrivant sous la forme
u(t) = up cos(wt + )

Alors, on associe a ce signal u(f), le complexe

u=upe/@t®  telque  u(t) =Re(w)

Pour notre signal, 1 correspond a I’amplitude effective (parfois appelée « amplitude réelle », méme si elle n'a
rien a voir avec la partie réelle de la notation complexe de u) et par extension, on appelle amplitude complexe
le complexe u, = upel? qui finalement retient toute I'information sur le signal de départ a condition que I'on
connaisse la pulsation w de travail. En particulier, on a les relations suivantes

u=u,e"  up=|ul=|u,| et @=argw)-wr=arguy,

c) Construction de Fresnel

La construction de Fresnel, que ’'on a déja rencontrée, n’est rien d’autre que la représentation dans le plan
complexe du complexe u. Pour éviter de se trainer le terme en w¢ qui sera le méme pour toutes les grandeurs
que I'on va manipuler, on peut se contenter de représenter I'amplitude complexe ;.

Lintérét principal de la construction de Fresnel apparait lors de la sommation de nombre complexes (en
particulier deux, mais on peut aller jusqu’a 3 ou 4) pour en déduire des informations sur le déphasage d'une
quantité avec une autre. Par exemple, une simple application du théoreme d’Al-Kashi suffit pour retrouver
I’amplitude d’un signal qui serait la somme de deux signaux sinusoidaux, par exemple

u(t) =Ajcos(wt) +Axcos(wt + @)

A
(=)o)
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On a alors directement Ator = \/ A2 + A% +2A1A, cos@

Et le déphasage avec 'origine s’en déduit par mesure directe ou alors en utilisant Al-Kashi avec un autre
coté d’appui :
2 2_p2
A"~ A"~ A
—2A1A0t

COS Ptot =

d) Intéréts

Un premier intérét est celui associé a la représentation de Fresnel : on peut raisonner géométriquement
lors d’addition de grandeurs sinusoidales plutot que de faire des calculs de trigonométrie.

Un second intérét est la facilité (déconcertante) avec laquelle on peut dériver ou intégrer temporellement
les notations complexes associées aux signaux considérés. En effet, si on a un signal u(#) = upcos(w? + ¢)
associé a sa notation complexe u = uyel®el®! = u, e, alors la notation complexe associée a la dérivée du
signal est simplement la dérivée de la notation complexe et celle-ci s’écrit
% =Uy i( jwt) =jou, el =jou
dz dt
Dériver revient simplement a multiplier la notation complexe par jw. De la méme maniere, intégrer le signal
(avec une constante d’intégration prise nulle) revient simplement a diviser la notation complexe par jw. Fini
donc les soucis avec les équations différentielles : toutes les dérivées disparaissent pour faire apparaitre une
mise en facteur de la notation complexe a déterminer !

3 Loides mailles et loi des nceuds

La prise de la partie réelle étant une application linéaire, pour que le signal temporel soit une somme de
deux signaux, il suffit de prendre pour notation complexe associée la somme des notations complexes des
deux signaux pour que cela fonctionne automatiquement. Ainsi, on peut directement transposer la loi des
mailles et la loi des nceuds en notation complexe.

> lentrant = XLlsortant devient 3 Lentrant = X Isortant et > u=0 devient > u=0
branche branche

On verra que toutes les autres relations que I'on a déterminé sont toujours valable a condition de généraliser
le concept de résistance aux autres dipdles linéaires déja étudiés.

Partie II
( Impédance complexe

1 Définition

Limpédance complexe est une généralisation de la résistance dans la loi d’Ohm. C’est le nombre complexe

Z tel que

De méme, on définit 'admittance complexe Y comme l'inverse de I'impédance et donc telle que

1. C’est exactement la méme idée qui fait que «'exponentielle est notre amie » dans la résolution des équations différentielles
linéaires a coefficients constants.
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2 Propriétés

Notons u(t) = upcos(wt +@y) et i(f) =ipcos(wt+ ;)
Les notations complexes associées sont alors
u= uoejcpuejwt = u, eIl ot L-: inel®ieiw? :1.0 ejwt avec Uy = U elPu et 10 = iO el®i

0
On remarque en premier lieu que u = Zi est équivalent a la méme chose avec les amplitudes complexes,
c’est-a-dire

U, =72i,

Lorsqu’on applique le module de part et d’autre de I'égalité, on trouve le lien entre le module de Z (aussi
appelé impédance «réelle » méme si cela n’a rien a voir avec le «réel » de « partie réelle ») noté Z = |Z|

u/=[2]]i|  soit

Ainsi, on peut connaitre I'amplitude de la tension connaissant I’amplitude du courant et le module de I'impé-
dance. Ou inversement, le module de 'impédance est donné par le rapport des amplitudes de u et i. A noter
que le lien marche aussi avec les impédances complexes en module :

_ M| _ o

u
i

l.o i

Au lieu de prendre le module de la relation u = Zi, on peut en prendre ’argument, ce qui donne

arg(u) = arg(Z) + arg(i) soit ot+ey=arg(l) + ot +@; ou encore Py =arg(Z) +¢;

ce que I'on peut aussi obtenir en écrivant que arg(y,) = arg(Z) +arg(i,). En conclusion

Le déphasage ¢ = ¢, — ¢; de la tension par rapport au courant est donné par arg(Z).

3 Dipoles usuels

EXERCICE $7.1 Détermination des impédances des dipoles usuels

Montrer que
1. pour une résistance Zz =R
2. pour une bobine idéale Z, =jLw
. 1
3. pour un condensateur idéal Zo=
— jCw

4 Intérét pratique sur un exemple simple

Considérons un circuit RL et intéressons-nous a 1’évolution de la tension u aux bornes de la résistance. On
a déja montré que I’équation différentielle vérifiée apres fermeture du circuit sur le générateur s’écrit

u+Ldu E(t) =Epcoswt
—_——_—= = 0
R dr 0

On connait déja la solution de I’équation homogene (Ae
c’est la solution particuliere.

~tT gqvec T =L/ R), mais ce qui nous manque ici,
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EXERCICE $72 Intérét pratique sur un exemple simple, version compliquée

Trouver une solution particuliere de la forme u(t) = uycos(wt + ¢) en travaillant uniquement avec des sinus
et des cosinus;

EXERCICE $7.3 Intérét pratique sur un exemple simple, version complexe (mais simple)

Trouver une solution particuliére de la forme u(#) = ugpcos(wt + ) en utilisant la notation complexe dévelop-
pée précédemment.

5 Associations en série ou en parallele

On peut reprendre ici les mémes démonstrations que de le premier chapitre sur les associations de résis-
tances en série et en paralléle. Ainsi, on démontre facilement, puisqu’on revient a de simples lois d’Ohm en
écriture complexe,

Pour Z, en série avec Z,, Zsq,série =2, tZ,

Z,Z

Z,+2,

Pour Z, en parallele avec Z,, Yeo | =Y, +Y, ou Z, | =

6 Diviseur de tension et diviseur de courant

De la méme maniere, on peut redémontrer les formules des diviseurs de tension et de courant.

Z

Pour un diviseur de tension u, = =14

Nz 4z2,"

. . Y, .

Pour un diviseur de courant i = i

hTY oy, t

Partie II1

( Application au cas des régimes forcés

1 Protocole expérimental

Circuit RLC avec suiveur et sondes différentielles pour pouvoir suivre les différentes tensions intéres-
santes.

2 Ftude aPaide des complexes
a) Obtention rapide de I'équadiff

Les complexes permettent d’obtenir trés rapidement I’équation différentielle d’évolution du systeme, qui
reste valable méme hors du régime sinusoidal forcé. 1l suffit de remplacer toutes les multiplications par jw
par des dérivées temporelles et la correspondance est faite. Prenons I’exemple de I'évolution de la tension aux
bornes de la résistance. Cet exemple (important) est aussi appelé résonance en courant? ou résonance en
vitesse 3. Le diviseur de tension donne directement

2. car la tension aux bornes d'une résistance donne directement le courant a un facteur multiplicatif pres.
3. Car pour un oscillateur mécanique, cela revient a déterminer 1'évolution de la vitesse de la particule accrochée au ressort.
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duquel on tire

soit

Zp R
Up = E=
Lp+Z;+7Z;

1
R+jLo+ —
jCw

1
(R+jLw+ —) up =RE
jCo )~

1+jRCw +LC(G{w)?) u, = jRCwE
j jw)?)ug =j E

duR 2 _
— 4+LC—— =RC—

+RC
UR dt dr? dt

Pour pouvoir identifier la pulsation propre wg et le facteur de qualité Q associé au systeme, il faut encore
la mettre sous forme canonique, c’est-a-dire tout diviser par LC pour avoir un coefficient unitaire devant la

dérivée seconde. On obtient

Ainsi,

soit

d?ug  Rdug 1 R dE(1)

+———+—Up=———

dr?2 L dtr LC L dr
1 0 R
wl=— et —==
LC Q L

b) Construction de Fresnel

D’apres le diviseur de tension, on sait que la tension E doit s’écrire

1

E +,Lm +
=Uu — U — U
=TIRTIR R T JRCe MR

Faisons un diagramme de Fresnel ou I'on place de maniére arbitraire u, a I'horizontale. Choisissons de
maniére tout aussi arbitraire de prendre pour unité de module celle de uy, de sorte que la fleche correspon-
dante ait une longueur unité. Connaissant L, R, C et w, on peut tracer respectivement les fleches de jLw uy /R
(verticale vers le haut) et u,/jRCw (verticale vers le bas). La sommation de ces trois fleches est tres facile a
faire et la pointe finale donne E a partir de laquelle une simple regle de trois (puisqu’on connait en général
son module Ej) permet de remonter a la valeur de u. De plus, 'angle de la fleche de E par rapport a I'hori-
zontale donne le déphasage de E(¢) comparé a u(¢) donc 'opposé du déphasage de u(t) comparé a E(¢).

Im ()
U,

Uy Alw) = |ER| / |E|

n/2

¢(w)

w=2wg

—7/2

(=)
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c¢) Amplitude et déphasage

EXERCICE $74 Amplitude et déphasage résonance en courant

Montrer que I’amplitude et la phase de la tension aux bornes de la résistances sont données par les expressions

W W Ey
@ =—Arctan Q[ — - — et URo =
(1)) w w o 2
ez )
Wo w

Les graphiques associés sont donnés ci-apres :

¢

/2

|

/4 A

0
—71/4 1

—7/2 1

On «voit » directement que 1'expression de ugg passe par un maximum en ®w = wg puisque le numéra-
teur est constant et a cet endroit le dénominateur passe par un minimum. On appelle ce phénoméne une
résonance qui se caractérise par une forte valeur de I’amplitude comparée aux amplitudes accessibles pour
d’autres valeurs de la pulsation w.

La plupart du temps, cette constatation suffit, mais on peut étre intéressé de pousser plus avant I'étude
en se demandant sur quelle plage de pulsation I'amplitude ug( sera supérieure a une valeur seuil prise de
maniere arbitraire * & urg max/ V2 pour faciliter les calculs.

EXERCICE $75 Lien entre facteur de qualité et largeur de résonance

Montrer que les pulsations w; et w, vérifiant ugo(w;) = Ure(w2) = URO,max/ V2 sont telles que

2 Wo
W12 = Wg et W2 —W) = —
Q
Bl n
Montrer en outre que P(w) = Z et Pp(wy) = _Z

Les formules précédentes permettent de voir tout de suite que la «largeur » w, — w; de la résonance est
directement liée au facteur de qualité. Plus la qualité de |'oscillateur est grande, plus cette résonance est fine,
c’est-a-dire qu’il faudra forcer une pulsation trés proche de wy pour que I'effet sur I'amplitude des oscillations
soit notable. Graphiquement, le pic est d’autant plus « pointu » que Q est grand.

4. On verra dans le chapitre suivant que ce facteur v/2 n’est en fait pas si arbitraire que cela.
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EXERCICE 576 Résonance en vitesse en mécanique

La résonance en vitesse est I'équivalent mécanique de la résonance en intensité du RLC série. Sachant que
I’équation différentielle est, avec A le point de « fixation » du ressort,

d’z  dz
m—s+h— +kz=kzp(t) = kzagcoswt
de2  dt
Traiter des points communs et des différences de ces deux résonances.
A0

Le graphe de la résonance en vi-
tesse dépend de Q non seulement au
niveau de la largeur de la résonance,
mais aussi au niveau de l'intensité de o 270 -
la résonance comme on peut le voir
sur la représentation ci-contre.

3 Role du facteur de qualité

La résonance en élongation (c’est-a-dire en z), aussi appelée résonance en tension (étant sous-entendu
qu’il s’agit de la tension du condensateur) est un autre grand classique des études de résonance car selon la
valeur du facteur de qualité, il peut, ou non, exister une pulsation de résonance. D’ailleurs, selon le cas, on
peut en pratique vouloir a tout prix éviter cette résonance ou au contraire 'utiliser a notre avantage.

EXERCICE 577 Résonance en tension du RLC série

Dans le cas électrique du RLC série, pour la tension aux bornes du condensateur, montrer que

U
1. enw=wg,ona uco = QEg et P(wop) :—5
E w
2. 'amplitude vérifie Uco = 0 avec x = —
V(=27 + (/QP ®o
. . 1
3. larésonance alieu en Wres =W /1 ——
2Q?
4. la phase est donnée par = Arctan( al ) arg(l — x°)
- lap p ¢ = Q-2 g

Les graphiques suivant donnent la forme de I’amplitude et de la phase en fonction de la pulsation w de
la perturbation appliquée au systeme. Les limites en 0 et 0o redonnent ce a quoi on s’attend en regardant
directement 'expression de u .. Le tracé est le suivant pour différentes valeurs de Q.

Uc

0 wo @ T

Plus le facteur de qualité est grand, plus la transition de 0 a —m pour la phase est rapide.
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4 Détermination de Q et 0w, a partir de graphes expérimentaux

Pour la résonance en intensité ou en vitesse, la position de la résonance donne directement la valeur de la
pulsation propre wy. Le facteur de qualité Q est a recherché en déterminant la « largeur de la bande-passante »
w, — w1 pour laquelle 'amplitude excéde 'amplitude a résonance divisée par v/2. Le graphe en amplitude
suffit pour tout déterminer, mais le graphe en phase peut aussi suffire puisqu'en w = wy, la phase est nulle
alors qu’au niveau des pulsations de coupures, on a

T[ J-[ z . . ’ .
P(w) = 1 et @wy) = 2 pour une résonance en intensité ou vitesse

Pour une résonance en tension ou en élongation, en revanche, c¢’est moins évident.

— Si vous avez de la chance, le facteur de qualité est important et la résonance peut étre approximée a
Wrés = wo. La mesure de 'amplitude, comparée a I'amplitude en w = 0 qui vaut Ey permet alors de
récupérer la valeur du facteur de qualité Q.

— Sivous n'avez pas de chance, la résonance est peu marquée voire inexistante et w4, s'il existe, peut étre
tres différent de wy. Il faut alors se tourner vers le graphe en phase pour lequel on a toujours

n P . ’ .
@(wo) = —, Pourunerésonance en tension ou en élongation

Une fois la valeur de wy déterminée, on regarde la valeur de uco(wo) qui vaut QEq avec Eg = uco(w =0)
et le tour est joué.

EXERCICE 578 Détermination expérimentale de Q et fj

Déterminer le facteur de qualité Q et la fréquence propre fy pour I'oscillateur forcé suivant.

up (V) ¢ (degré)
4 . © 60

o | . 10 20 30 40 50 60 [f(Hz)
3 0 5

[ ]
[ ] [ ]
2 -60
[
[ ]
1 % -120 ® .
[ ]
o o ° o o o ® ¢ 0 0 o

10 20 30 40 50 60 f (Hz)

Est-ce une résonance en élongation/tension ou en vitesse/intensité?
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EXERCICE 579 Détermination expérimentale de Q et fy (bis)

Déterminer le facteur de qualité Q et la fréquence propre fy pour I'oscillateur forcé suivant.

up (V) ¢ (degré)
4 120
[ ]
[ ]
3 oo e
. . 1. oL 10 2 30 40 50 60 S0
[ J [ ]
b °
[ ] [ J ° °
1 L o o _60 ﬂ—.—. * o o °
[ J
10 20 30 40 50 60  f(Hz)

Est-ce une résonance en élongation/tension ou en vitesse/intensité?
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CORRECTION $7.1 Détermination des impédances des dipdles usuels

1. Limpédance complexe d'une résistance est la plus simple a déterminer. On veut qu’apres passage a la

partie réelle, on ait toujours u = Ri en convention récepteur. Ainsi, on doit avoir

u=Ri  soit Zz=R

. di .
2. Pour une bobine parfaite, la relation courant/tension s’écrit u = L a En passant en complexes, elle doit

encore étre vérifiée de sorte que

u=L—=jLwi soit Z; =jLlw

. .. ~du .
3. Pour un condensateur, la relation courant/tension s’écrit i = C TS En passant en complexes, elle doit

encore étre vérifiée de sorte que

i=C—=jCou soit Y-.=jCw ou encore o=

CORRECTION 572 Intérét pratique sur un exemple simple, version compliquée

Comme le second membre est une fonction sinusoidale, cherchons-la sous forme sinusoidale aussi :

d
u(t) = upcos(wt+ ) soit d—I: = —upwsin(wt+ )

Lw .
Léquation devient upcos(wt + @) — R upsin(wt + @) = Egcoswt
. . . Lw . :
soit UpCOSWECcosy — Upsinwrsing — R Up (sinwzcos@ + coswrsing) = Egcoswt
Lo . . Lw .
ou encore Up | COSPp — ?smcp coswi+ ug [—sing — R cos@|sinwt =Egcoswt

Plus tard, le cours de Maths vous permettra de dire que cos et sin forment une famille libre dans I'espace des
fonctions, mais pour le moment, on se contentera de dire que ces équations doivent étre valables a n'importe
quel instant, notamment quand wf = 0 (ol le terme en sinw? meurt) et quand wf = /2 (ol c’est ceux en

coswt qui passent I’arme a gauche). Ce nous rameéne au systeme

Lo . . Lw
Uo | cosp— —-sing =Ey et smq)+?cosq):0
s . Lw . Lw
On en déduit sing = — 58 cos® soit tang = R
En remplacant sin g dans la premieére équation, il vient
LoV 1
up |1+ —) cosy =Ey et comme on a l'identité COSX = ————
R V1+tan?x
E
on en déduit Uy = 0

V' 1+ (Lw/R)?

Ouf...
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CORRECTION 7.3 Intérét pratique sur un exemple simple, version complexe (mais simple)

Bon, faisons la méme chose en trois lignes avec les notations complexes. La loi des mailles, comme i = u/R et
que u; =jLwi=jLou/R

—_— ou encore u
1+jLw/R

Lw .
E:u+uL:u(l+]—) soit u= 0= T
- - R - = 1+jLw/R

... et C'est fini... Comme u, = u el®, il suffit de prendre le module pour retrouver uy

E E
w=luf= B

|1+jLo/R|  /1+ Lo/R?

et I’argument pour obtenir le déphasage ¢
Ey
1+jLw/R

—ar( )—ar (Eg) —ar (1+_Lw)_ ar (1+,Lw)_ Arctan(Lw)
(p =arg = argityo g JR = g JR = R

CORRECTION 574 Amplitude et déphasage résonance en courant

Reprenons les calculs a partir des complexes qui vont nous permettre de déterminer a la fois 'amplitude ugg
des oscillations et le déphasage ¢ de la tension u(t) comparée a la tension E(¢). Le diviseur de tension nous
avait directement donné

Zy 1
ER = E = L 1
Zl:{_'-ZL-i_ZC 1+J_w+_
R  jRCw
En introduisant les expressions de wg et Q pour ce systéme, on voit qu'on peut se ramener a I’expression
_ E
Hp = ( w wo)
1+jQ[— - =
wWo w
Le déphasage ¢ est donné par I'argument du complexe qui doit multiplier E pour obtenir u. Ainsi,
; e vy | R Ul
=ar = —ar — — — || = —Arctan o
B Y | B e T o
Wo w

ol ]’on peut bien utiliser directement I’arctangente car la partie réelle du complexe dont on prend I’argument
est bien positive. Lamplitude quant-a-elle est donnée par le module de I’expression précédente, ce qui s’écrit

E Eo
. w wo 2
1+ R W Wo
a3 V“sz—o‘a)
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CORRECTION 575 Lien entre facteur de qualité et largeur de résonance

Méthode pédestre Ainsi, pour déterminer les deux pulsations w; et w, aux limites, il suffit de chercher le
cas d’égalité de la relation ugy = E¢/v/2 et on saura que la résonance a lieu entre les deux. Ces deux
pulsations vérifient donc

E E o ) 0
0 -2 = Qz(———o) =1 = Q(———O):e avec e€=x1
0w\ V2 Wy W Wy W
1+Q2| — - =2
wWo w
. oV & o
soit — | —=—-1=0
o Q wo

On se retrouve avec deux trinomes en (w/wp) a résoudre (donc quatre solutions potentielles!) dont
seules deux des quatre solutions seront bien positives (celles pour lesquelles on rajoute la racine du
discriminant a chaque fois). On obtient alors

1 1 1 1
W =wWo|——+4/1+— et Wr=wo|—+1/1+—
=on 4Q2) : 0(2Q 4Q2)
. . 2 Wo
On obtient bien W1W2 = Wy et Wy —W; = 6

Méthode élégante On peut aussi remarquer que, dans I'équation Q? (x — 1/x) = 1 de variable x = w/wy, si X2
est une solution valide, alors x; = 1/x, est tout aussi licite (ce qui donne que x;x, = 1, s0it w;w, = w?).
Ainsi, comme x, — 1/x, = x2 — X1, on a directement x, — x; = 1/Q, ce qui donne bien wy —w; = wy/Q.

Remarque importante pour trouver facilement w; et w, a partir du diagramme en phase : ce sont les valeurs
de w telles que la phase vaille +71/4 puisqu'’il s’agit des positions ou la partie imagine vaut *1.

T T
Pwy) = 1 et Pp(wz) = 2

CORRECTION $76 Résonance en vitesse en mécanique

L'équation se réécrit
z wgdz
d? d , 5 k Vikm
+— — 4+ Wp°Z2=Wwp"2a0COSW I avec wyg=1/— et Q=——
m

dez2 " Q dt h
L2 s W0 2 2 . 2
et en complexes (o) +jw—+we"|z=wo"2, soit z= >
Q ( ® ) W
1-[—]| +j=—
Wo Qwo
)
. o dz . J000 202 Qwo 2,
La vitesse s’écrit alors vV=—=jwz= 5 =
- t - w LW . W W
(2 o2
wo Qwo wo W

La différence principale tient au facteur Qwg qui fait que 'amplitude a résonance dépend de Q lorsqu’on
garde la pulsation propre wg du systeme constante. En revanche, la dépendance en o reste identique au cas
électrique de sorte que 1'on retrouve la résonance en w = wp et que sa largeur w, — w; reste égale a wo/Q
puisqu’elle est définie par rapport a la valeur maximale de 'amplitude, obtenue a résonance.
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CORRECTION S$7.7 Résonance en tension du RLC série

Prenons le cas électrique. La formule du diviseur de tension donne, appliquée au condensateur,
Z
ug=————E= E
Zet+Zptldy— 1+ZgYot+Z Y

1+——
Quwo o
en réintroduisant les expressions de wg et Q que I'on a déja déterminé pour le circuit RLC série.

- E= E
1+jRCw-LCw?~ jo ( ® )2—

1. Ici, la valeur w = wg ne va plus correspondre a la résonance, mais on peut tout de méme regarder le
comportement de I'oscillateur pour cette pulsation un peu particuliere. En effet, on a

E . . T
Us(we) =—==—-JQE  soit uco(wo) =QEp et @(wg) =——

i 2
Quoi qu’il arrive, le déphasage passe par —m/2 a cet endroit (on verra que c’est la seule pulsation vérifiant
cela) et si on a réussi a identifier la valeur de Ey, la mesure de uco(wo) permet de remonter a la valeur de
Q.
2. On trouve I'amplitude et le déphasage comme d’habitude via le module et 'argument. La prise du mo-
dule est directe, en remplacant tout de méme w/wy par x pour plus de lisibilité

Ep
V(=22 + (x/QP

3. Comme le numérateur est constant et que tout est positif, la résonance a lieu quand le dénominateur est
minimal. Comme lui-méme est toujours positif, le fait qu’il soit minimal est équivalent au fait que son
carré soit minimal. On peut donc se permettre de minimiser la fonction x — (1—x2)?+(x/Q)2. Lorsqu’on
cherche ot la dérivée s’annule, on obtient

2x (1-x)x (—2x) +2x/Q*=0 — 4x(x2—(1—L)):0

2Q?
< g 1
c’est-a-dire x=0 ou X=4/1-—
2Q?

la derniére solution n’étant possible que si Q > 1/v/2. Lanalyse graphique montre qu’effectivement x = 0
est un « maximum » lorsque Q < 1/+/2, mais c’est bien la deuxiéme position qui correspond au maxi-
mum pour Q > 1/v/2. En revenant a la pulsation, on trouve

/ 1
Wrgg = W 1-—=
rés 0 2Q2

4. Concernant le déphasage, le calcul se doit d’étre développé un petit peu pour étre stir de se ramener
a I'argument d'un complexe de partie réelle positive afin de pouvoir appliquer la fonction arctangente
sans se casser la téte. En effet,

Uco =

=ar L = —ar (l—xz)X(l+'L)]——ar (1-xY)—arg|1+j—" )
M FRERE i u-) i S a3
Q
Ainsi ——Arctan(L)_ar (1-x2) o arg(l—x2)= 0 six<l
’ Y Q- x?) ¥ 8 T sinon
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CORRECTION 578 Détermination expérimentale de Q et f,

Comme la courbe en amplitude vaut une constante non nulle pour f =0, il s’agit d'une résonance en élon-
gation/tension. L'axe étant gradué en volts, c’est vraisemblablement une résonance en tension (tension aux
bornes du condensateur dans un RLC série), mais cela peut aussi venir du mode de mesure des oscillation via
un procédé électrique.

L'animation suivante montre le chemin a suivre :

— Lantécédent de @(f) = —90° donne la fréquence propre fj.
— Connaissant cette fréquence propre, la courbe en amplitude permet d’obtenir QEj.

— En mesurant Eq pour f =0, on en déduit la valeur de Q.
uy (V) Ep=3 QEy=3,6 donc|Q=1.2 ¢ (degré)
4 /‘\ 60
\ 0

2 ' -60 g
! -90F--------1

30 40 50 60 f(Hz)

R

. ~120 .

oo e o o

10 20 30 40 50 60 f (Hz)

S
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CORRECTION 579 Détermination expérimentale de Q et f; (bis)

La courbe en amplitude tend vers 0 en 0 et en l'infini, c’est donc une résonance en vitesse/intensité (on ne
peut pas décider a partir d'une seule courbe)

L'animation suivante montre le chemin a suivre. On peut soit utiliser les informations du graphe en amplitude,
soit celle du graphe en phase.

Amplitude — On commence par estimer (a la louche) la valeur du maximum en prolongeant la courbe a
main levée (difficile d’étre précis pour la mesure de fj ici, mais ce sera suffisant pour le maximum
d’amplitude).

— On trace alors la ligne & umay/ V2 et on trouve les deux fréquences (dites « de coupure ») fj et f> aux
points d’intersection.

— Tl suffit alors de calculer fy =+/fif2 et Q= fo/(fo— f1).

Phase — On trace aussila courbe a main levée pour trouver (assez précisément pour ce cas) le passage par
¢ =0 quise faiten f = fp.
— Lesvaleurs de fj et f, sontles antécédents de la phase quand elle vaut respectivement 45° et —45°.
— On en déduit alors Q = fo/(f2 — f1).

u P
U (V) upmay =3 \r/n;ax =21 f=15Hz ¢ (degré) ;
4 2 _ 120]  [hozziz] o= =12
p =331z | | fo-fi

fifo=22Hz gg.\ E f> =33 Hz

o 1. 10\5\3Q 300 40 50 60 [ (H2

f-h

S ..

10 20 30 40 50 60 f (Hz)

S
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